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Введение 
Известно, что число узлов трения, смазываемых пластичными смазочными мате-
риалами (Литол-24, ЦИАТИМ-201, ЦИАТИМ-221, ВНИИНП-284 и др.), значитель-
но больше, чем жидкими [1]. К таким узлам относятся зубчатые передачи, работаю-
щие при окружных скоростях до 4 м/с. При этом пластичный смазочный материал 
закладывают при сборке в количестве, равном трети объема впадин между зубьями 
венца колеса. Этот метод смазки применяют в большинстве зубчатых передач сис-
тем управления самолетов и вертолетов [1]. Таким же способом смазывают зацепле-
ния передач дрелей, перфораторов, смесителей, бытовой техники.  
Однако в литературе отсутствуют формулы, определяющие объем впадин между 
зубьями цилиндрических, конических и червячных колес. Устранение этого пробела 
является актуальным. 
Решению указанной задачи для цилиндрических эвольвентных (наиболее приме-
няемых) зубчатых колес посвящена настоящая работа. 
Методы исследования 
Аналитические зависимости,  характеризующие объем впадин между эвольвент-
ными зубьями цилиндрических колес, получены методами геометрии, кинематики и 
математического анализа. 
Основная часть  
Объем V впадин между z зубьями цилиндрического зубчатого колеса равен про-
изведению площади S , ограниченной торцовыми профилями смежных зубьев и ду-
гой окружности радиусом ar  вершин зубьев, на длину зуба  cos
bl  и число зубьев z 
(здесь b – ширина зубчатого венца колеса;   – угол наклона линии зуба): 
 .SlzV   
Площадь S  очевидна из рассмотрения рис. 1, на котором показаны торцовые по-
ловины зуба и впадины, ограниченные угловым полушагом 
z
  и дугой радиусом ar  
вершин зубьев. Торцовый профиль половины зуба состоит из участков: FFc  – поло-
вина дуги между зубьями окружности впадин радиусом fr ; FL – переходная кривая; 
LB – эвольвента; BA – половина дуги вершины зуба радиусом ar . Общие точки F, L, B 
указанных кривых – особые точки профиля [2], [3]: предельная точка F впадины, 
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граничная точка L, точка B вершины зуба. Fcx , Fx , Lx , Bx – проекции на ось Ox  (ось 
симметрии торцового профиля зуба), соответственно, точек cF , F, L, B: 
 ),(2 BALBFLFFOFOKA SSSSSSS cc    
где OKAS  – площадь сектора OKA; COFS – площадь прямоугольного треугольника 
OFcxFc; cFFS , FLS , LBS , BAS  – площади криволинейных трапеций, ограниченных 
сверху, соответственно, кривыми cFF , FL , LB , BA . 
 
О 
Рис. 1. Расчетная схема торцового профиля половины эвольвентного зуба 
Найдем указанные площади. Площадь сектора OKA, ограниченного угловым по-
лушагом 
z
  и дугой KA радиусом ar : 
 ,5,0
2
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z
r
z
rS aaOKA
  
где 
 ),
cos
5,0(
***  xh
zmr
a
a  
здесь m – модуль, мм; z – число зубьев колеса; ha*, *  – коэффициенты, соответст-
венно, высоты головки, уменьшения высоты зуба [4]; x* – номинальный коэффици-
ент смещения [4], 
 ,
1000
*
m
TExx HHS   
где x – коэффициент смещения; HSE  – наименьшее дополнительное смещение ис-
ходного контура по ГОСТ 1643–81, мкм; HT  – допуск на смещение исходного кон-
тура по ГОСТ 1643–81, мкм. 
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Площадь прямоугольного треугольника OFcxFc: 
 ,2sin25,0cossin5,0 2
z
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r
z
rS fffOFC
  
где  
 ),
cos
5,0(   xch
zmr af  
здесь c* – коэффициент радиального зазора. 
Площадь криволинейной трапеции, ограниченной сверху кривой cFF  (дугой ра-
диусом fr  окружности впадин) [5]: 
 
,arcsinarcsin
222
arcsin
22
2
2222
2
2222



 



  
f
Fc
f
Ff
Fcf
Fc
Ff
F
x
x
f
f
f
x
x
f
x
x
FF
r
x
r
xrxrxxrx
r
xrxrxdxxrydxS
F
cF
F
cF
F
cF
C
 
где Fcx  и  Fx  – соответственно, нижний и верхний пределы интеграла (проекции то-
чек  Fc  и  F  на ось Ox ). 
Из рассмотрения рис. 1 очевидно, что 
 .cos
z
rx fFc
  
Координату Fx  точки F пересечения окружности впадин радиусом fr  и пере-
ходной кривой определяем в следующей последовательности. 
Торцовые координаты cx  и cy  центра окружности, скругляющей вершину про-
изводящего контура инструмента, связаны с нормальными координатами cx  и  ncy  
этой же точки, найденными из рассмотрения рис. 2, следующими соотношениями:  
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где  f  – коэффициент радиуса кривизны переходной кривой нормального исходно-
го контура, как видно из построения рис. 2 (обозначены: 1 – оси симметрии 
профилей производящей рейки; 2 – делительная прямая; 3 – начальная прямая в 
станочном зацеплении), равен: 
 ,
sin1
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f
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где lh  – коэффициент граничной высоты зуба;   – угол профиля. 
Аргумент F  определяет точку F. Для вычисления величины F  задаем ряд после-
довательно уменьшающихся неотрицательных значений независимого аргумента   
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(начиная от t5,0 ) и для каждого взятого  , при котором ,bt rr   здесь ,t  rb, со-
ответственно, торцовый угол профиля, радиус основной окружности: 
 ;
cos
tgarctg 
t    ,coscos
5,0
tb
mzr   
вычисляем следующие параметры. 
 
Рис. 2. Схема нормального профиля производящей рейки 
Координаты 0tx  и 0ty  переходной кривой профиля зубьев производящей рейки в 
торцовой плоскости: 
 ;
cos
tgarctg 
o  (1) 
 ;cos 0 fcto mxx  (2) 
 .
cos
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
f
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m
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Угол скатывания рейки φ и координаты tx  и ty  переходной кривой профиля 
зубьев зубчатого колеса в торцовой плоскости: 
 ;tg00
r
xy tt   (4) 
 ;sintgcos)( 00  ttt xxrx  (5) 
 ,costgsin)( 00  ttt xxry  (6) 
где r – радиус делительной окружности зубчатого колеса, 
 .
cos
5,0

mzr  
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Эти уравнения устанавливают связь между координатами любой точки Т0 торцо-
вого профиля переходной кривой зуба производящей рейки 0tx , 0ty  и координатами 
соответствующей точки Т  торцового профиля переходной кривой обрабатываемого 
зуба tx , ty , которая вытекает из построения рис. 3. На рис. 3 показана подвижная сис-
тема координат 000 tt yOx , связанная с производящей рейкой. Начало координат О0 ле-
жит на начальной прямой производящей рейки. Ось 00 tyO  направлена по начальной 
прямой. Ось 00 txO  является осью симметрии впадины между зубьями производящей 
рейки.   – угол между осью 00 txO  и нормалью к профилю производящей рейки в точ-
ке T0. tt yOx 0 – система неподвижных осей, связанная с обрабатываемым зубчатым ко-
лесом. Начало координат О совпадает с центром торцового профиля зубчатого колеса. 
tОx  является осью симметрии обрабатываемого зуба. M – точка пересечения нормали 
к профилю производящей рейки с начальной прямой рейки. В начальный момент 
движения обкатки производящей рейки оси tOx  и 00 txO  направлены по одной прямой, 
т. е. точка О0 находится в точке Pt . Уравнение (4) выводится из математической запи-си равенства длины отрезка прямой О0М и длины дуги PtM делительной окружности. Точка Т0  соприкасается с точкой Т тогда, когда точка М касается делительной окруж-ности заготовки в процессе качения по ней начальной прямой рейки. Проецируя точку 
Т на оси tOx  и tOy , получаем выражения (5) и (6). 
О 
 
Рис. 3. Схема установления связи между координатами  ,0tx  0ty  и ,tx  ty  
Торцовый профиль переходной кривой обрабатываемого зуба в полярной систе-
ме координат: 
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Условие, определяющее точку F пересечения окружности впадин радиусом fr  
и переходной кривой: 
 .ft rrr   (7) 
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Уравнение (7) вытекает из построения рис. 4, на нем показан торцовый профиль 
зуба рассматриваемого зубчатого колеса. ttOyx  – система координат, связанная с 
зубчатым колесом. Начало координат О помещено в центре торцового сечения зуб-
чатого колеса. Ось tOx  является осью симметрии зуба. tx , ty  и ,tr  t  – декартовые 
и полярные координаты точки на переходной кривой профиля зуба зубчатого колеса 
в торцовой плоскости. Рассматриваем разность радиуса tr  окружности точек пере-
ходной кривой профиля зуба и радиуса fr окружности впадин, ее характеризует 
уравнение (7). Указанные радиусы совпадают в точке F, имея общий для них радиус-
вектор Fr , т. е. 0r . 
Таким образом наибольшее значение ,  при котором получают 0r , и есть 
искомая величина F . 
О 
 
Рис. 4. Расчетная схема определения точки пересечения окружности впадин 
и переходной кривой  
При F  соответствующие функции аргумента   снабжаем индексом F, 
т. е. получаем искомые декартовые Fx , Fy  и  полярные ,Fr  F  координаты точки F. 
Площадь FLS  криволинейной трапеции, ограниченной сверху кривой FL  (пере-
ходной кривой торцового профиля зуба): 
  L
F
x
x
FL dxxyS ,)(  
где Fx  и Lx  – соответственно, нижний и верхний пределы интеграла (проекции то-
чек F  и  L  на ось ).Оx  
Определяем координату Lx  точки L пересечения переходной кривой и эвольвен-
ты профиля зуба (граничной точки) по алгоритму работы [2]. 
Функцию )(xyy  , описывающую переходную кривую торцового профиля зуба, 
с целью ее интегрирования в явном виде получить не удается. Поэтому интегрируем 
ее приближенно, используя формулу трапеций [6]: 
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где ;
6
FL xxh   ;1 hxx F   ;22 hxx F   ;33 hxx F   ;44 hxx F   hxx F 55  . 
Значения функций )( Fxy  и )( Lxy  вычислили ранее при определении границ ин-
тегрирования Fx  (см. выше) и Lx  (по алгоритму работы [2]). 
Значение )( 1xy  определяем следующим образом. В уравнении (5) присваиваем 
1xxt  , решаем его совместно с равенствами (2), (3) и (1), вычисляя 0 , после чего 
находим значение tyxy )( 1  из равенства (6). Указанную процедуру повторяем при 
52...xxxt  , определяя, соответственно, )( 2xy … )( 5xy . 
Площадь LBS  криволинейной трапеции, ограниченной сверху кривой LB  (эволь-
вентой торцового профиля зуба): 
  B
L
x
x
LB dxxyS )( , 
где Bx  – верхний предел интеграла (проекция на ось Оx  точки  B  пересечения 
эвольвенты  и дуги  радиусом ar  окружности вершин зубьев). Координата Bx  оче-
видна из рассмотрения рис. 1: 
 aaB rx  cos ,  
где a  – половина угловой толщины вершины зуба [4], 
 aatta z
x 

tgtgtg22 ,  
здесь a  – угол профиля эвольвенты в точке B на вершине зуба, 
 .arccos
a
b
a r
r  
Уравнение эвольвенты в явном виде y = f(x) получить невозможно. Поэтому бу-
дем использовать параметрические уравнения этой кривой, очевидные из рассмот-
рения рис. 5: 
  )cos()sin( bbbrx  ; (8) 
  )(sin)(cos bbbry  , (9) 
где b  – половина основной угловой толщины зуба [4], 
 .tg
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Рис. 5. Схема установления параметрических уравнений эвольвенты зуба 
Площадь LBS  криволинейной трапеции, ограниченной сверху кривой LB  (эволь-
вентой торцового профиля зуба, описанной указанными выше параметрическими 
уравнениями), выражается формулой [7]: 
 


 dxySLB )()( , , (10) 
где   и   – соответственно, нижний и верхний пределы интеграла (границы угла   
при  Ly rr   и By rr  , см. рис. 5). 
Величины   и   определяем методом последовательных приближений [8] из 
уравнений: 
  )(cos)(sin bbbL rx  ; 
  )(cos)(sin bbbB rx  . 
Подставляя в равенство (7) вместо )(y  зависимость (6), а вместо  dx )(,  выра-
жение, полученное от дифференцирования  по d  функции (5): 
 ,)(cos)(,  drdx bb  
после интегрирования по частям алгебраических и тригонометрических преобразо-
ваний получаем: 
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Площадь BAS  криволинейной трапеции, ограниченной кривой BA  (дугой  радиу-
сом ar  окружности вершин зубьев) [5]: 
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где  Bx  и Ax  – соответственно, нижний и верхний пределы интеграла (проекции то-
чек  B  и  A на ось Оx (рис. 1)). Из рассмотрения рис. 1 очевидно, что aA rx  . 
Заключение 
Предложенный алгоритм расчета определяет достоверные значения объема впа-
дин между зубьями венца колеса. Последнее позволяет закладывать  правильный 
объем  пластичного смазочного материала при сборке передачи, а значит – повысить 
качество ее работы. 
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